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Abstract
For building DEM the input data is obtained based the cartometric method with 

the record over layers as contours, character points, control points. The regular DEM is 
built using the one-dimensional linear and cubic splines over profile lines which is drawn 
along axes x. у  and diagonal. Optimization o f  input data set is made using the norm o f  
the second derivative to linear spline and the norm o f  the fourth derivative to cubic spline. 
In this paper we present the estimation o f  the accuracy using the control points and 
comparison made between initial isoline map and created map with use o f  the linear and 
cubic splines. The cubic splines yields the high accuracy o f  interpolation but they are most 
sensitive to the extreme points.

Значний штерес до сплайн-штерполяци для побудови цифрових моделей 
рельефу можна пояснити такими основними перевагами перед шшими 
штерполяцшними методами:
1 ) стшюсть сплайна стосовно локальних збурень, тобто поведшка сплайна в окол1 

точки не впливае на поведшку сплайна в щлому;
2 ) хорошою сходимгстю сплайн-штерполяци. особливо для функцш з 

нерегулярними властивостями гладкости
3) при використанш сплайшв не потр1бно апрюрноУ шформацц про статистичну 

структуру даних;
4) простотою реал1зацп на коми'ютерь

(Воротинцев А.Г., Куликова Л.Г., 1991; Гуров В.Н., Зиборов В.В., 1988; Экспресс- 
информация. Матем. методы и АЭС в г еологии, 1986; Eckstein В. Ann, 1989)

1з спещальноУ лггератури з теори сплайшв (Алберг Дж. и др., 1972; Завьялов 
Ю.С. и др., 1980) вщомо, що оптимально результата апроксимування функци 
отримують, використовуючи сплайни псршого та гретього степеня.

Сплайн першого степеня S/(x) визначасться умовами:
S, (*,) = / ,  / = К2.... п .  r r . ^

Гсомегрично eiH предс!авляе ламану. яка проходить через точки х„ у„ де
y , = f .

Метод штерполяци з викорис!апням сплайна третього степеня полягае у
розв’язку такоУ задач i: якщо на вщр1зку [а, Ь] у в>злах х,, i = 1. 2.......  п задан1
значения / (jc,) = у , ,  то лшеаризований сплайн S 3(x ,) е функц^ею, для якоТштеграл
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мае мЫмальне значения. Так як поверхню Земл1 за достатньсн гладкостт можна 
вважати такою, що не мае розрив1в, то функщя, що u апроксимуе, повинна бути 
неперервною на заданий дшянць Доведено, що така функпдя мае властивосп 
мш^мальноТ кривини. 1ншими словами, куб1чний сплайн найгладша 13 функцш, яка 
штерполюе задан! точки за допомогою спряжених куб!чних многочлешв, в мюцях 
спряжения яких (вузлах) перша i друга похщш neiiepepBHi. Для кожноТ куб1чноТ 
криво! необхщно визначиги чотири параметри, а для п точок необхщно п - I таких 
кривих, загальна кшькють невщомих 4п - 4. Те, що / ( х , ) = у , , для кожного з п вузл1в 
дае п умов на /  KpiM задания умов, що функщя f  а т а к о ж / i f  неперервн1 у п - 2 
BHyrpimHix вузлах, що дае 3(п - 2) умов на f  необхщно задати ще дв1 межов1 умови. 
Найчастиие для однозначного визначення сплайн-функпп приймають

хоч застосовують i inmi межов1 умови, яю змшюють картину штерполяци, особливо 
на краях дшянки. В (Алберг Дж. и др., 1972, Завьялов Ю.С. и др., 1980) подано 
рьвняння для штерполяци функци куб1чним сплайном з використанням умов (2). 

Якють штерполяци характеризуеться залишковим членом:

Оцшка залишкового члена залежить вщ того, як1 диференщапьн1 властивост1 
притамаиш штериоляцшнш функци.

Виходячи i3 допускноТ похибки е м1ж 1нтерполяцшпим сплайном i заданою 
фуикц1ею

в (Завьялов Ю.С. и др., 1980) виведеш формули оптимального кроку м1ж вузловими 
точками. Практичну реалЬацйо визначення оптимального кроку наведено в 
(Бурштынская Х.В., Абрамович А.М., 1988).

Для сплайна першого степеня

Для побудови цифрово1 м одел i рельефу використано Kapiy масштабу 1:5000 з 
перер1зом рельефу 1 м, розм1р дшянки на Kapii 15 см х 34 см. Максимальний перепад 
в1дмпок точок - 12  м; куги нахилу рельефу змшюються вщ 0 , 1° до 1°; рельеф 
спокШний, в центральн1й части ni дшянки болото. Вихщну пгформацио отримано

f " ( x \ ) = f " ( x n) = 0.
(2)

R(x) = S ( x ) - f ( x ) .

S „ - f ( x ) < £ ,

(3 )
де h - крок розташування вузлових точок, |/" (х )[ |г - норма другоУ похщноТ функци

надш яищ [а, Ь].
Для ерм!тового куб1чного сплайна
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шляхом сканування карти з роздшьною здатшстю сканування 300 dpi з пошаровим 
запасом шформацй: горизонтали характерш точки, контрольш точки.

Побудовану 3 D-модель дшянки показано на рис. 1.

Рис. 1. 3D-модель дшянки карти.
3 метою огггимпацп набору вихщжм шформацп i забезпечення необхщно1

точнос-п визначення вщмггок точок е = -  ̂А (А - nepepi3 рельефу) на дшянщ вибрано

'  характерних профшв, яга включають як piBHUHHi, так i горбисп частини. За 
формулами (3-4) знайдено м ш м ал ьт  та максимальш кроки сггки Похщш другого та 
четвертого порядгав отримано за роздшеними р1зницями. За нормою похщно! всього 
нрофшю обчислеш мЫмальш вщсташ м1ж вузловими точками hmm\ максимальш 
в1Дсташ hmax обчислеш за нормою похщноУ для гладко! дшянки профшю.

Характеристика профшв i результата обчислень з веде ni в таблищ 1 . Анал1з 
таблиц! дозволяе зробити висновок, що для забезпечення потр!бно\' точносп для 
Р'внинних частин дшянки вщстань м1ж точками на картп повинна дор1внювати ~  1 - 
1.5 см, а в горбистих частинах ~  0,5 см. Тому, користуючись цим правилом, набраш 
Аодатков! точки в р1внинних дшянках.

Таблиця 1.
Значения мпймальних та максимальних вщстаней м!ж вузловими точками

№

ЛРОфшя
Перепад висот,

A  max ~ А  min, и
а та х >  ? p O Ó . Сплайн 1 -го сгепеня Сплайн 3-го степеня

htnm. м ^тах. м hmirt, м hmax. м
1 3 0,7 63 89 59 80
2 5 1,5 20 44 29 54
3 13 5 12 20 28 44
4 8 9 9 44 17 54

L___5__ 10 4 14 36 26 47
Регулярна ЦМР побудована з використанням одном1рних сплайшв першого 

та трегього степешв за профшьними л1шями, проведеними через 0,5 см вздовж осей 
х> У i в д!агональних напрямках, тобто кожна точка модел1 визначаеться 13 4-кратно1
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побудови. Екстремальш точки на профщях визначались в автоматичному режим1 i3 
анал1зу топологи профшя, i'x вщмггки отримано способом середнього вагового, 
використовуючи найближч1 чотирн точки, розташоваш за квадрантом. 1нформащя 
задана в межах дшянки, модель побудована на дшянф мешхий з ycix cropiH на 2 см.

Оцгнку T04H0CTi сплайнчнтерполяцп, виконану за 30 контрольними точками, 
представлено в таблищ 2. Для визначення вщмггок контрольних точок вщ 
найближчих точок профшв застосовано способи апрокснмацй: середнього вагового, 
бшншно! поверхш, б1площинно'1 noeepxHi.

Таблиця 2
Quin ка точносп сплайн-1нгерполяцп___________________

Тип моделювання Вид апроксимацп Макс. 
вщх., м

MiH. 
вшх., м

Середня 
квадратична 

похибка, ш, м
Сер. вагове 0,30 -0,32 0,17

Лшшний сплайн Бшншна поверхня 0,30 -0,32 0,18
Бшлощинна поверхня 0,30 -0,33 0,18
Сер. вагове 0,21 -0,28 Г 0,13

Лшшний сплайн з Бшншна поверхня 0,20 -0,29 0,14
екстремальними точками Бшлощинна поверхня 0,20 -0,29 0,14

Сер вагове 0,74 -0,36 0,27
Куб1чний сплайн Бшншна поверхня 0,76 -0,36 0,28

Бшлощинна поверхня 0,75 -0,36 0,28
Сер вагове 0,19 -0,27 0 ,11

Куб1чний сплайн з Бшншна поверхня 0,18 -0,26 0 ,12
екстремальними точками Б1площинна поверхня 0,18 -0,26 0 ,12

Найточшгш результати штерполяцп oTpn.Mani з використанням куб!чного 
сплайна i3 залученням екстремальних точок на профшях. Способи апроксимацп при 
визначенш в1дмггок контрольних точок практично однотипш. Куб1чний сплайн 
чутливий до екстремальних точок, i'x пропуски на профшях призводять до сутгевго 
понижения T04H0CTi.

Пор1вняння мето/пв моделювання на основ! заданих i вщгворених 1золшш 
шдтверджуе цей висновок. На рис. 2 подаш карти i30Jiinifl (вщскановаш 13олшп 
зображеш точками, вцггвореш - суцшьними Л1шями).

а)

б)
в)
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Рис. 2. Пор1вняння метод1в моделювання: а - лшшний сплайн; б - куб1чний 
сплайн; в - куб1чний сплайн з екстремальними точками.

Пор1вняння 1золшш, побудованих на основ! моделювання, з заданими 
свщчить про кращу заладжувашсть форм рельефу при використанш куб1чного 
сплайна пор1вняно з лшшним. Незначш розходження Mi ж !золш1ями 
с постер i гают ься на краю дшянки в р1вниннш частил),

Екстремальш точки на профшях визначаються методом середнього вагового:

± Z , w ,

I - , -
i=l

(5)

де w. = —— - вага, з якою вихщна точка бере участь у визначенш вщмггки.

Bnoip ваг змшюе точшсть 1нтерполювання. Представимо на рис. 3 карти 
13ол1шй: вихщну та побудовану куб1чним сплайном i3 визначенням екстремальних 
точок за к = 2.  На рис. 2в подана ця ж карта за к = 1. Це свщчить про те, що 
пщбирати вагову функцию до типу поверхш за середньовагово! )нтерполяцп 
необхщно в штерактивному режимг
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Рис. 3. Пор1вняння вихщно! карти i30JiiHm з побудованою куб1чним сплайном 
i3 визначеняям екстремальних точок за к = 2.

В щлому ж проведен! дослщження дозволяють зробити висновок про 
доцшьшсть застосування подано!' методики для побудови ЦМР.

Сплайн-штерполящя за профшями з застосуванням куб1чиого сплайна i3 
визначенням екстремальних точок дае високу точшсть визначення вщмггок ЦМР i 
забезпечуе гладюсть noeepxHi.

Реценз1ю на статтю склав проф. Дорожинський О. Л.
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Z a s t o s o w a n ie  f u n k c ji s k l e ja n y c h  w  c e l u  s t w o r z e n ia  n u m e r y c z n e g o

MODELU TERENU.
Krystyna Bursztyńska, Aleksandr Zayac

streszczenie
Wyjściową informacją dla stworzenia NMT otrzymano metodą kartometryczną ze 

skanowania mapy z zapisem następujących informacji: izolinie, charakterystyczne punkty, 
punkty dla kontroli. Regularny model stworzono z wykorzystaniem funkcji sklejanych 
pierwszego i trzeciego stopnia, realizowanych po profilach wzdłuż osi х, у  i po 
przekątnych.

Optymalizacją wyjściowej informacji zrealizowano dla liniowych funkcji sklejanych 
pochodną 2-go stopnia, dla funkcji 3-stopnia - pochodną 4-go stopnia.

W artykule podano oceną dokładności na punktach kontrolnych i porównywanie 
izolinii na mapach wyjściowych i stworzonych z  zastosowaniem funkcji sklejanych 1-ej i 3- 
ej potęgi. Ostatni daje wysoką dokładność interpolacji, jednak jes t bardzo czuły do wpływy 
ekstremalnych punktów.

З а с т о с у в а н н я  СПЛАЙН-ФУНКЦГЙ ДЛЯ ПОБУДОВИ ЦИФРОВИХ МОДЕЛЕЙ
РЕЛЬЕФУ

Анотащя
Buxidity шформац'т для побудови ЦМР отримапо na ocHoei картометричного 

методу з пошаровим записом: горизонтам, характерш точки, контрольш точки. 
Регулярна ЦМР побудована з еикористанням одномгрних сплайшв першого та 
третьего степеня за профпьними лЫ ями, проведеншш вздовж осей х, у  i по 
д!агоналях.

Оптишзащя набору euxidiioi тформаци здшснена для лтшного сплайна за 
нормою noxidno'i другого порядку, для кубичного сплайна -  за нормою пох1дною 
четвертого порядку.

В cmammi наведено оц'тку mo4itocmi за контрольними точками i пор1впяння 
карт i30.iiniu, побудованих з еикористанням сплайшв 1-го та 3-го степешв. 
Останнш дас високу точтсть штерполяци, однак чутливкть до впливу 
екстремачьних точок.
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