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Joanna Nowak

STRUKTURA OPERATORA RZUTU
W KONSTRUKCJACH FOTOGRAMETRYCZNYCH

Streszczenie. Pokazano spos6b wykorzystania teorii niezawodnosci w technikach
fotogrametrycznych stosowanych w pomiarach inzynierskich. Szczeg6towo przeanalizowano
podstawowe konstrukcjefotogrametryczne, opierajac sie na spostrzezeniu, iz rozchodzenie sie
zaburzenia wywotanego btedem grubym ilustruje struktura operatora rzutu. Badania
wykapaly, ze ma ona charakter liniowy badz? zblizony do liniowego przy czym izolinie nie sg
zamkniete i tworzaformacje typu siodto.

1. Wstep

Wi iele zadan fotogrametrycznych obejmuje takie zastosowania inzynierskie, w
ktorych problem bezpieczenstwa ma charakter priorytetowy (np. osuwajacy sie obiekt
historyczny, badanie reakcji mostu na obcigzenie, kontrola zapory w trakcie
napetniania zbiornika, itp.). Nie mozemy sobie pozwoli¢ na wycigganie wnioskow z
pomiarow zawierajagcych biedy grube, stad wzigt sie pomyst oceny technik
fotogrametrycznych  pod wzgledem niezawodnosciowym. Giownym  celem
prezentowanego referatu jest pokazanie sposobu wykorzystania teorii niezawodnosci
(w tym: wariancyjno-kowariancyjnej macierzy poprawek wyréwnanych) w technikach
fotogrametrycznych stosowanych w pomiarach inzynierskich.

Analiza dotyczy tych fragmentéw technik fotogrametrycznych, ktére dajg sie
zapisa¢ w postaci liniowego lub zlinearyzowanego modelu uwzgledniajgcego wptywy
systematyczne. Parametry modelu obserwacyjnego, na ktory sktadajg sie - obok

obserwowanych punktow - osnowa geodezyjna, osnowa fotogrametryczna,
stanowiska kamer i parametry zdje¢, estymowane s3 metodg najmniejszych
kwadratow.

1. Btedy grube w ujeciu deterministycznym

Do analizy wariancyjno-kowariancyjnej macierzy poprawek wyréwnanych
(R=1-a(a a) a), wykorzystano technike symulacji, zaktadajagc prawdziwg

warto$¢ obserwacji I i obarczajgc jg bledami prawdziwymi (e) — wolwczas
poprawki wyréwnawcze mozna otrzymaé ze wzoru v = R me . To rdwnanie nie
posiada jednoznacznego rozwigzania wzgledem btedéw prawdziwych e, bo macierz/?
jest osobliwa. Stad nie istnieje absolutnie pewna metoda wykrywania btedéw grubych
na podstawie warto$ci poprawek.
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Z tego samego wzoru wida¢, ze komponenty wektora biedow e
rozprzestrzenig sie przy pomocy macierzy R na wszystkie elementy wektora poprawek
v. Spos6b tego roztozenia zalezy gtdwnie od struktury macierzy wariancyjno-
kowariancyjnej poprawek wyréwnanych R idlatego przeprowadzono analize struktury
tej macierzy dla czesto wykorzystywanych konstrukcji fotogrametrycznych jak:
orientacje (wewnetrzna, wzajemna, bezwzgledna), przestrzenne wciecie wstecz,
fotogrametryczne wciecie w przéd.

2. Struktura operatora rzutu w transformacjach

Transformacje stanowig podstawe zadan geodezyjnych i fotogrametrycznych.
Badajagc empirycznie macierz R oraz H=I-R w zadaniach z rodzaju transformaciji,
spotykamy sie z nastepujagcymi przypadkami szczeg6lnymi:

A. Obserwacji funkcjonalnie niezaleznych Ri; =0 dlai”™j ;

Obserwacje niezalezne nie wptywajg na inne obserwacje, w zwigzku z tym nic
nie wnoszg do dalszych analiz.

. S . .. R a, 0
B. Grup (poduktadéw) wzajemnie niezaleznych obserwacji R = asa
0 Rbj,
Bez straty og6lnosci, bedziemy grupy obserwacji A,B analizowac

oddzielnie.
Mozna réwniez zauwazy¢, ze punkty wyznaczane podczas jakiejkolwiek transformacji
dostarczajg obserwacji niezaleznych Rn=0. Wynika to z faktu ze, podczas
przeliczania wspoOtrzednych z uktadu pierwszego do ukiadu drugiego nie

wykorzystujemy obserwacji nadliczbowych. Dlatego w dalszym ciggu pracy beda
badane tylko punkty nawigzania (punkty tagczne transformaciji).

2.1. Ptaska transformacja afiniczna (2-D)

Ze wzordw na transformacje afiniczng w ptaszczyznie XY: X=pl +p2 *x +p3 *y
Y=p4 +p5 *x +p6 *y
mozna wywnioskowaé¢, ze da sie jg zamieni¢ na dwa oddzielne zadania o
niewiadomych \p\, p2, pl>\ dla obserwacji X oraz \p4, p5, p6] dla obserwacji Y.
Wystepuja wiec tam niezalezne grupy obserwacji dla wspdtrzednej x i y. Obie
Raa 0

grupy majg identyczng strukture: R = 0 . co mozna zapisa¢ jako:
AA

cov(x,,i/)=cov(j),,j)/) i cov(x,,j>;)=0.
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Przyktad 1
Wezmy sze$¢ rownomiernie rozmieszczonych punktow
na stereogramie (jak na szkicu obok).

Rozwigzujgc zadanie otrzymujemy macierz kowariancyjng
niewiadomych oraz macierz wariancyjno-kowariancyjng
poprawek  R. Zbadamy  elementy macierzy R
reprezentujacej operator rzutu. W tym celu
wykorzystamy macierz H =/ - R.

ozn. obs. v 3v 5v v 9v 1v
1v -58 -25 -33 -0 -8 25
3v -25 -58 -0 -33 25 -8
5v -33 -0 -33 -0 -33 -0
v -0 -33 -0 -33 -0 -33
9v -8 25 -33 -0 -58 -25
1nv 25 -8 -0 -33 -25 -58
Macierz R —I .

Uwaga! Dla uproszczenia zapisu, elementy tej macierzy sa przemnozone przez 100.

Kazdy wiersz macierzy H okres$la oddziatywanie xi na wspoOtrzedne x wszystkich
innych punktéw. Kartujagc Hy = cov(x,,xy) po kolei w punktach j =\,2,K ,n

otrzymamy wartosci analizowanej cechy. Prowadzac izolinie stwierdzamy, ze sg one
liniami prostymi i przedstawiajg ptaszczyzne, (por. rys.2.1).

2-D transformacja afiniczna na 6 punktach

-30 -20 -10 O

Rys. 2.1A. dla obserwacjinr 11 (x{) Rys. 2.1B. dla obserwacji nr 7 (x3)

Rys. 2.1. Prezentacja graficzna wartosci elementdw macierzy R-lI w postaci izolinii
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Przyktad 2
Wezmy dziewieé rbwnomiernie rozmieszczonych
punktéw na stereogramie (jak na szkicu obok).

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, zbadamy elementy
macierzy R reprezentujacej operator rzutu.

2-D transformacja afiniczna na 9 punktach

-20

-10

Rys. 2.2A. dla obserwacjinr 1 (x*) Rys. 2.2B. dla obserwacjinr 3 (x2)

Rys. 2.2. Prezentacja graficzna wartosSci elementéw macierzy R-1 w postaci izolinii

Sprawdzimy czy liniowe oddziatywania zachodza w transformacji afinicznej dla
dowolnego rozktadu punktéw tgcznych. Elementy macierzy H mozna obliczy¢ ze
wzoru

[ly=4C "~;=G ,4, (3.2.2)
gdzie wektor G: = A:CX (3.2.3)

charakteryzuje zrédto oddziatywania w i-tym punkcie i pozwala na sformutowanie
whniosku: jesli wspdétczynniki uktadu réwnan poprawek zalezg liniowo od potozenia
punktéw przeliczanych to operator rzutu opisujacy ich wzajemne oddziatywania jest
Scisle liniowg funkcja tego potozenia.

2.2. Plaska transformacja przez podobienstwo (transformacja Helmerta)

Wzory transformacyjne zawierajg 4 parametry: X=pl "p3*x -pd*y
Y=p2 + pd*x +p3*y
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Przyktad 3
Wykorzystamy rozktad punktéw z przyktadu 1 (6 réwnomiernie roztozonych
punktéw) otrzymujac mapy przestrzennego rozktadu H dla x-6w iy-6w:

Kartujac cov(x;, ) po kolei w punktach j =1,2,A,n otrzymamy warto$ci

analizowanej cechy. Prowadzac izolinie (oznaczone na rysunku linig ciggta)
stwierdzamy, ze sg one liniami prostymi i przedstawiajg ptaszczyzne. Kierunek

gradientu okre$la wektor z punktu P; do $rodka ciezkosci. Najsilniejsze
oddziatywania wykazujg punkty potozone w poblizu izolinii przechodzacej przez
punkt Pt. Otrzymana mapa przedstawia obraz podobny do uzyskanego dla
transformacji afinicznej.

Kartujac cov”j/J po kolei w punktach j = 1,2,A ,n otrzymamy wartosci

analizowanej cechy. Prowadzac izolinie (oznaczone na rysunku linig przerywang)
stwierdzamy, ze sa one liniami prostymi i przedstawiaja ptaszczyzne. Kierunek

izolinii okre$la wektor z punktu PI do $rodka ciezkosci. Najstabsze oddziatywania

wykazujg punkty potozone w poblizu warstwicy o cesze 0 przechodzacej przez
punkt Pt.Otrzymana mapa posiada izolinie prostopadie do pierwszej.

Kartujagc ¢ o p o kolei w punktach j =\,2,A ,n otrzymamy mape
identyczng z drugg, ale wysokosci izolinii (warstwie) majg znaki przeciwne.

Kartujac cov ”~,”) po kolei w punktach j =\,2,A ,n otrzymamy mape
identyczng z pierwsza.

2-D transformacja przez podobiefAstwo na 6 punktach

x=0

i x=9
x=-21 y=-21 y=-12

Rys. 2.3A. dla obserwacjinr 7 (x") Rys. 2.3B. dla obserwacjinr 8 (y 3
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Rys. 2.3C. dla obserwacjinr 11 (x j Rys. 2.3D. dla obserwacji nr 12 (yx)

Rys. 2.3. Prezentacja graficzna wartosci elementow macierzy R-1 w postaci izolinii

Przyktad 4
Wykorzystamy rozkiad punktow z przyktadu 2 (9 réwnomiernie roztozonych)
obliczajac elementy operatora rzutu. Mapy przestrzennego rozktadu H dla x-6w iy-

ow:

(rys. 2.4A,B) Kartujac cov(x;,x ) po kolei dla i=2 oraz j =\,2,A ,n
otrzymamy warto$ci analizowanej cechy. Prowadzac izolinie (oznaczone na
rysunku linig ciggtg) stwierdzamy, ze sg one liniami prostymi i przedstawiajg
ptaszczyzne. Podobne efekty uzyskujemy Kkartujac cov(x,,j) ) dla i=2 i
prowadzac izolinie (oznaczone na rysunku linig kropkowang).

(rys. 2.4C,D) Kartujac cov(j)(,j).) odpowiednio dla i=l oraz j =1,2,A ,n
otrzymamy warto$ci analizowanej cechy. lzolinie (oznaczone linig ciagta) sa
liniami prostymi i przedstawiajg ptaszczyzne, podobnie - kartujagc cov(j)/5jc ) i

prowadzac izolinie (oznaczone na rysunku linig kropkowang).
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2-D transformacja przez podobienstwo na 9 punktach

X=-19r y=-19
x=-11 y=-11
Rys. 2.4A. dla obserwacji nr 15 (x 2 Rys. 2.4B. dla obserwacjinr 16 (y 2
y=-10
x=-10
x=-20
x=10 x=0 x=-10 y=-10 x=0 y
Rys. 2.4C. dla obserwacji nr 17 (xy) Rys. 2.4D. dla obserwacji nr 18 (y »

Rys. 2.4. Prezentacja graficzna warto$ci elementéw macierzy R-I w postaci izolinii
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Najsilniej oddziatujg jednoimienne wspd6trzedne z jednego brzegu, oraz
réznoimienne wspo6trzedne na prostopadtych stronach brzegu. Srodek obszaru
oddziatuje jednakowo na wszystkie punkty (mapa wplywu punktu 5 przedstawia
ptaszczyzne o statej wysokosci).

Liniowa funkcja oddziatywania nie posiada maksimum globalnego. W
ograniczonym obszarze maksimum znajduje sie¢ na brzegu obszaru. Je$li brzeg
obszaru pokrywa sie z kierunkiem izolinii funkcji oddziatywania to maksimum jest
niejednoznaczne i zachodzi we wszystkich punktach stycznos$ci. Taka sytuacja mocno
utrudnia $ledzenie efektéow btedéw grubych.

3. Mapy przestrzennego rozkladu operatora rzutu w konstrukcjach typowo
fotogrametrycznych

Fotogrametryczna orientacja wewnetrzna oraz bezwzgledna to transformacje
odpowiednio 2-D oraz 3-D . Ich witasnoSci zostaly zbadane i przedstawione w
poprzednim podrozdziale. Kolejne zadania fotogrametryczne mozna traktowaé jako
transformacje miedzy przestrzeniami o niejednakowej liczbie wymiarow Rn — Rm
Np. wciecie w przod to transformacja z przestrzeni czterowymiarowej (po dwie
wspoétrzedne ttowe na kazdym zdjeciu) do przestrzeni trojwymiarowej (wspotrzedne
terenowe), czyli: R4 —mR ?.

3.1. Fotogrametryczne i przestrzenne wciecie w przéd
Dla obserwacji fx ,y ,x ,y"17 macierz wariancyjno-kowariancyjna poprawek

0 0o 0 o0
o -1/

wyréwnanych ma postaé: R =
0

-h
q O

tatwo stad wywnioskowac, ze obserwacje x', x" sg niezalezne a obserwacje y\ y"

wspotdziatajg w sposob typowy dla $redniej arytmetycznej. Mozna to interpretowac
jako rozwigzanie typu 2+1-D :

e w ptaszczyznie Oxz lewej kamery realizujemy wciecie katowe w przdd;
e« wysoko$¢ y obliczamy jako $rednig z przewyzszen wzdtuz obu celowych.
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3.2. Orientacja wzajemna

Przyktad 5

Przeprowadzimy orientacje wzajemng na 13

rownomiernie rozmieszczonych punktach na ! 2 3
stereogramie (jak na szkicu obok). 10 1

Podobnie jak w pozostatych przyktadach,
zbadamy elementy macierzy R 12 136
reprezentujgcej operator rzutu.

Mapy przestrzennego rozktadu Ht dla paralaksy p (por. rys. 3.1).

e (rys. 3.1A) Kartujagc cov™ ,pt) po kolei dla i=2 (oznaczony czarng kropka) oraz

j —\,2,A,n otrzymamy wartosci analizowanej cechy. Prowadzac izolinie
(oznaczone na rysunku linig ciagta) stwierdzamy, ze sg one liniami prostymi ale
przedstawiajg lezagcy walec (dodatkowo warstwica przerywana oznacza linie
grzbietowa). Najsilniejsze oddziatywania wykazujg punkty lezgce na poziomych
krawedziach zdjecia.

e (rys. 3.1B) Kartujagc cov(/?(,p /) po kolei dla i=5 (oznaczony czarng kropkg) oraz

7=1,2,A,« i prowadzac izolinie (oznaczone na rysunku linig ciagta)
stwierdzamy, ze sa one liniami prostymi i  przedstawiajg lezacy walec
Najsilniejsze oddziatywania wykazuja punkty lezace na linii ciekowej (warstwica
przerywana).

e (rys. 3.1C, D, E) Kartujagc cov\pj,Pj') odpowiednio dla i=I, 4, 13 (ozn. czarng

kropka) oraz y = I,2,A ,n otrzymamy warto$ci analizowanej cechy. Prowadzac

izolinie stwierdzamy, ze sg one liniami krzywymi przedstawiajagcymi
powierzchnie siodtowg. Najsilniejsze oddziatywania wykazujg punkty lezagce w
poblizu zrédta zaburzenia.
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Orientacja wzajemna na 13 punktach

0
Rys. 3.1A. dla obserwacjinr 12 (py2) Rys. 3.1B. dla obserwacji nr 9 (py5)

-60 -50 -40 -30 -20 -10 O -10 0 10

Rys. 3.1C. dla ob”rwacjinr 13 (py]j Rys. 3°1D. dla obserwacjom 10 (py4)

0 -10 -20
Rys. 3.1E. dla obserwacjinr 1 (pyn)

Rys. 3.1 Prezentacja graficzna wartosci elementow macierzy R-1 w postaci izolinii
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3.3. Fotogrametryczne wciecie wstecz, przestrzenne wciecie wstecz

Przyktad 6

Przeprowadzimy fotogrametryczne wciecie

wstecz na 9 rGwnomiernie rozmieszczonych 1 2 3
punktach na stereogramie (jak na szkicu

obok).

Kazda para wierszy macierzy \R - /)

okresla oddziatywanie Xl,yi na wspotrzedne 7 8 9
X,y wszystkich innych punktéw.

Poprowadzimy izolinie dla kilku wybranych
punktoéw (por. rys. 3.2.).

Izolinie oddziatywania x( na wspétrzedne x wszystkich punktow narysujemy
linig ciggta natomiast izolinie oddziatywania x/ na wspdirzedne y — przerywana.
Podobnie izolinie oddziatywania yt na wspdtrzedne y wszystkich punktéw

oznaczymy linig ciggta, natomiast izolinie oddziatywania yi na wspOirzedne x —
przerywana.

W zadaniach fotogrametrycznych quasi-transformacyjnych (orientacja
wzajemna, wciecie wstecz) wystepuje oddziatywanie opisane funkcjami stopnia
drugiego. Powierzchnie odpowiadajgce tym funkcjom sg otwarte - hiperboloidy w
okolicy siodta, powierzchnie walcowe o0 poziomych tworzacych i przekrojach
parabolicznych. Takie funkcje nie posiadajg minimum globalnego, podobnie jak
ptaszczyzny wystepujace w klasycznych transformacjach. W ograniczonym obszarze
maksimum znajduje sie na brzegu obszaru. JeSli brzeg obszaru pokrywa sie z
kierunkiem warstwie funkcji oddziatywania to maksimum jest niejednoznaczne i

zachodzi we wszystkich punktach stycznosci, co moze mocno utrudni¢ obserwacje
efektow bteddw grubych.

Podsumowanie

Przeprowadzono analize szeroko wykorzystywanych konstrukcji
fotogrametrycznych i geodezyjnych jak: orientacje (wewnetrzna, wzajemna,
bezwzgledna), przestrzenne wciecie wstecz, fotogrametryczne wciecie w przéd.
Szczego6towe badania mechanizmu rozprzestrzeniania (dystrybucji) zaburzen na inne
poprawki pozwolity na dokonanie szeregu podsumowan:

« w konstrukcjach opisanych roéwnaniami poprawek o wspotczynnikach
zaleznych liniowo od potozenia obserwacji w przestrzeni  przestrzenny
rozktad oddziatywan H (gdzie// =/ —R)jest liniowy; oddziatywania poza
zrédtem moga by¢ rowne, a nawet wieksze od reakcji w zrodle; utrudnia to
odgadywanie przyczyn zaburzen na podstawie poprawek wyréwnanych
(skutkéw); przyktadami takich konstrukcji sg transformacje: afiniczna,
izometryczna oraz przez podobienstwo;
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Weciecie wstecz na 9punktach

X=-11 x=10

Rys. 3.2A. dla obserwacji nr 9 (px.-j Rys. 3.2B. dla obserwacjinr 10 (pyb)

x=-30 x=-10 T x=10 x=0 x=-10

x=10
x=0

Rys. 3.2C. dla obserwacjinr 17 (p xj Rys. 3.2D. dla obserwacji nr 18 (pyXx)

x=-20 x=10 T x=-10

y—20

y=-10

Rys. 3.2E. dla obserwacjinr 15 (px2) Rys. 3.2F. dla obserwacjinr 16 (py?2)

Rys. 3.2. Prezentacja graficzna wartosci elementow macierzy R-I w postaci izolinii
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« w konstrukcjach stanowigcych ztozone transformacje (orientacja wzajemna,
fotogrametryczne weciecie wstecz) rozkiad oddziatywan jest zblizony do
liniowego przy czym warstwice nie sg zamkniete i tworzg formacje typu
siodto.
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